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Beitri~ge zur Untersuehung der Bewegung 
eines sehweren Punktes auf einer Rotationsfli~ehe 
vierter 0rdnung. 
Von Friedrieh Sehmitt in Wien. 
C. G. J. J acob i  hat in der Abhalidlnng: ,De motu puncti 
singularis" 1) bewiesen~ dass die Integration der Differentialgleichling 
ffir die Bewegung eines Piinktes auf einer Rotationsfliiche sieh auf 
Quadraturen znrfickffihren lasst~ wenn einc KrMtefnnctioli existiert~ 
welche in dell Parallelkreisen constant ulid yon der Zeit IInabhi~ngig 
ist. Dieser Jaeobische Satz ist der Ausgangspiiiikt ffir eine Reihe 
yon Untersuchungen geworden~ in denen fiber die Art der Krafte- 
function einerseits und fiber die Beschaffenheit tier Rotationsfli~ehe 
andrerseits peeiel]e Voralissetzungen gemacht sind. Insbesondere 
ist das Problem ffir den Fall IIntersucht worden, dass die Rotations- 
fl~tehe algebraisch und die Schwerkraft die einzig wirksame Kraft 
ist. Herr G. K o b b ~) hat die nothwcndigen Bedingungen daffir 
alifzustellen gesucht~ class die Quadraturen~ auf welche das Problem 
ffihrt~ elliptisehe Integrale sind. Legt man eili rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem so, class die positive z-Axe vertical nach unten ge- 
richter ist~ and wird 
l / x  ~ + y'2 = r 
gesetzt~ so hat Herr K o b b gezeigt~ class sich~ wenn man als einzige 
bewegende Kraft die Schwere annimmt~ die Integration auf elliptiseh e 
Intega'ale zurtickftihren lasst~ sofern die Rotationsfliiche durch eine 
tier ffinf Gleichungen ausgedrfiekt ist: 
1. ~" : 9~/Z 
II. r ~ + z ~ ~a ~ 
111. r 2 --~ 4az  
IV. gar  ~ ~ z (z - -3a)  2 
V .  2 r  ~ + 3a2r  ~ = 2aZz .  
a) Crelle, Bd. 24 (1842). 
3) Sur le mouvement d'un point matdrial sur tree surface d e rdvolution~ 
Acta Mathematlca, Bd. 10 (1887). 
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Herr P. S t ~t e k e i ~) hat jedoeh naehgewiesen~ dass dies Ver- 
zeiehnis des Herrn K obb unvollst~tndig st~ und dass aueh die 
Annahme 
auf elliptische IntegrMe ffihrt. 
Die Bewegung eines sehweren Punktes auf den dureh die 
Gleichungen I, II, I I I  eharakterisierten Rotationsitachen ist vielfaeh 
untersueht worden. Einen Literaturnachweis fiber diese Unter- 
suehungen hat Herr P. S t g e k e 12) gegeben. Die F/*lle IV und V 
hat Herr E. K o e bke  3) eingehend iseutiert. Zur Bewegung eines 
sehweren Punktes auf der Rotationsflaehe VI sollen im Folgenden 
einige Beitr~ge geliefert werden. 
I~  1o 
Wenn r~ ? PolarlOoordinaten i  der horizontalen xy-Ebene 
sind: k die doppelte Fliehengesehwiadigkeit derauf eine horizontale 
Ebene lorojieierten Bewegung 17 die Beschleunigung der Sehwerkraft~ 
so ist bekanntlieh ~) die Bewegung eines sehweren Punktes auf einer 
Rotationsfl~tehe f (x~ q- y2~z) = f (rSz) ~ 0 vollkommen bestimmt dureh 
die Ovleiehungen 
(1) 
z o 
(2) 
z o 
Die Gleiehung VI l~tsst sieh sehreiben 
1) Uber die Reduction eines Problems der Dynamik auf hyperelliptisehe 
Integrale. Mathematische Annalen, Bd. 41 (1892). 
3) Uber die Bewegung tines Punktes auf elner Fli~che. J.-D., Berlin 1885, p. 22. 
3) Beitriige zur Untersuchung tier Bewcgung elnes schweren Punktes auf 
einer Rotationsflitche J.-D., Halle a/S. 1892. 
4) Cf. Jacob i ,  a. a. O. w 4, Kobb a. a. O. 
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Es entsprechen hier jedem Werte yon z zwd Werte yon r 2. 
Fiihrt man statt z u als unabh~ngige V r/~nderliehe ein~ wo u dureh 
die Gleichung 
- -  a 
(3) ~ ~ = ~ 1/a z + 
defiaiert ist~ so entsprechen jedem Werte you z zwei Werte yon u. 
Es ist alsdann 
(5) r = ~ § 
(6) ~ = 2~(u- -  89  
audu 
(7 )  d r  = , __ .  
Zu jedem Werte yon u geh(irt nur je e in  Wert yon z trod r. 
Substittliert man diese Werte in die Gleichangen (1) und (2)~ 
so erh~tlt man die definitiven Bewegungsgleichungen in der Form 
Re 
(8) t - - to  = 2a~ - __  
u 
(9) ~-- '% : _ l 
(10) Uo = -4- Zo + -2" 
~ 2 ,  
Aus der Gleichung 
dz ]/2r~'(gz + h)--k2 
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c~z 
geht hervor, dass c-~ nur {tir solehe Werte yon z reell ist~ fttr welehe 
2 r~ (g z + h) - -  k "~ > 0 
ist. Die Gleichung 
stellt eine Fl~ehe dritter Ordnung dar~ die yon der gegebenen 
Rotationsflaehe nnabh~tngig ist, und die in der Vertheilung ihrer 
Schnitteurven mit der Rotationsflgche den Charakter der Bewegung 
eines sehweren Punktes a•f dieser bestimmt. Diese Fl~ehe hat 
Herr S taade~) ,  der die angedeuteten Beziehungen ~iher unter- 
sueht hat, als Wendeflttche i nncl ihre Sehnittkreise mit der ge. 
gebenen Rotationsfl/tche als Wendekreise bezeichnet. 
Im Anschlusse ~n diese Arbeit m~gen die verschiedenen 
mSgliehen Bewegungsformen -- vo:rl~ufig auf einer beliebigen 
Rotationstttich% deren rund  z Funetionen yon u sind - -  kurz 
eharakterisiert werden. 
I. Wir nehmen zun~ichst an, dass die Rotationsflaehe und die 
Wendefl~che sieh in zwei uncl nur zwei Wendekreisen dureh- 
sehneiden~ und dass der dureh diese Wendekreise begrenzte Theil 
der Rotationsfl~tch% weleher unterhalb der Wendetl~ehe liegt, eine 
ganz im Endlichen liegende Zone der Rotationsfttiehe ist. Die 
beiden diese Zone begrenzenden Wendekreise mSgen den Werten uo 
und u~ der unabh~ngigen Ver~nderliehen entspreehen; die zu, 
gehSrigen Werte yon z seien z o and z: und zwar seien die Be' 
zeiehnungen so gewtihlt: class z o < z~ der z o entspreehende Wende- 
kreis also oberhalb des 6 entspreehenden liegt. 
Die Bewegung gehe yon dem hSehsten Parallelkreise z ~---z0 
dz 
aus, ftir welchen ~-~ = 0 wird. 
Da der Wert yon z bier ein Minimum wird~ muss 
sein. 
d~z 
d z~ 
~/Z:~o > 0 
Nun wird 
2 r~(l+r'e)[4rr'(gz+h)+9"gr~]-[2(gz+h)r2-ke]'d[r~+(l+r'2)] 
dt-~=~ r~(1 ~ r'~) ~ 
~) Uber die Bewegung eines schweren :Punktes auf einer l~otationsfl~che. 
Acta Mathematica~ Bd. 11 (1888). 
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Ffir z--~ zo srgib~ sieh hieraus 
Dieser Ausdruck ist positiv~ wenn 
t 
Os) ro :o + g,.o > o 
ist. Nun ist 
ale% da 
k ~ . /ds \  2 
ds  ds  dz  
ffir z = z o versehwindet~ 
2 ]2  
~)0 = -'2 " 
~"0 
Mithin geht die Bedingung (12) fiber in 
(13) 
r o r o 
Dieser Bedingungsgleichung, welcher die Constante/c gentigen mus% 
kann man eine geometrisehe Deutung geben. Es sei % der Winkel, 
welchen die Riehtung der positiven Tangente an die Meridianenrve 
im Punkte Zo~ r omi t  der positiven Riehtung der z-Axe bildet. 
Dann ist 
(14) r o = tg z o. 
(15) 
~[ithin l~tsst sieh (13) sehreiben 
k2 
geos Zo > - -  ~ sin To: 
d. h. damit ein Fallen des schweren Punktes yon dem hschsten 
Punkte z = zo seiner Bahn ttberhaupt moglich ist, muss die in der 
Riehtung der Tangente der ttalbmeridianeurve li gende Componente 
der Sehwerkraft griisser sein~ ale die in dieselbe Richtung fallend% 
negativ genommens Componente der Centrifl~galkraft. 
hiona~sh, f Mathematik u. Physik. "V. Jahrg. 8 
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dz  dz  du  
Dnrehl~tuft u die Werte u o his u~ uncl dt -  du" dt  i~ndert 
in diesem Intervalle sein Zeiehen nieht~ so w~tehst z bestandig yon 
z o bis z 1 und erreieht fiir z 1 ein Maximmn. 
Z~Z 1 
and 
d. h. naeh dem Obigen: 
In cliesem Falle wird 
d ts/, = ~, < O~ 
Far den tiefsten Punkt z = z~ muss die 
in der Riehtung der Tangente der Halbmeridianeurve liegende 
Componente der Sehwerkraft kleiner sein als die in dieselbe Riehtung 
fallend% negativ genommene Componente der Centrifugalkraft. 
Darauf steigt der sehwere Punkt wieder bis zmn Wendekreise z ~ z o 
und so welter. Wenn jedoch~ w~hrend u die Werte yon uo his u 1 
dz  
dz  dz  du  sein Vorzeiehen andert~ was ffir du - -  0 durehl~tuft, dt  du" dt  
der Fall ist~ so finder aueh fttr z ~ z 1 ein Maximum start. 
Es nnterliegt keiner ~ " " " ehmengkelt~ zu erkennen~ dass die 
Trajectorie des bewegten Punktes die beiden Wendekreise beriihrt. 
dz 
Denn~ da fiir die Wendekreise d t - -  0 wird~ ist zun~tehst die 
Tangente der Trajeetorie in einem Wendekreise der xy-Ebene 
d~" dr  dz  
parallel. Es ist aber aueh ~- -  ~z'd-t - -  07 woraus erhellt~ dass 
die Tangente der Trajectorie aneh den Wendekreis bertihrt. 
Es finder also in dem betraehteten Falle eine Bewegung der 
Art statt~ dass der sehwere Punkt yore oberen Wendekreise aus~ 
den er berfihrt, so dass also die Anfangsgesehwindigkeit des be- 
wegten Punktes parallel der xy-Ebene sein muss~ eine die ]~ieridiane 
nnter spitzem Winkel sehneidende Trajeetorie abw~rts besehreibt~ 
bis er zum unteren Wendekreise gelangt, den er wieder bertihrt~ 
um dann aufznsteigen~ his er wieder zum oberen Wendekreise 
gelangt ist, den er jetzt in einem im Allgemeinen yon dem Aus- 
gangspunkte versehiedenen Punkte bertihrt u. s. w. Eine derartige 
Bewegung m~ge eine bedingt period!sehe heigen. 
II. Wenn die gegebene R0tationsflaehe sieh ins positiv Un- 
endliehe erstreekt und ein Wendekreis auf derselben so liegt~ class 
der ganze sieh yon diesem Wendekreise ins positiv Unendliehe 
erstreckende Theil der Rotationsflaehe unterhalb der Wendeflaehe 
fgllt~ so finder ein fortw~ihrencles Fallen des sehweren Punktes yon 
diesem Wendekreise arts statt. Die Bewegung ist in diesem Falle 
instabil. 
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III. Liegen mehrere Zone11 der Rotationsfl~tehe unterhalb der 
Wendefl~tehe~ so besteht die Bewegung aus ebensoviel Zweigen. 
IV. Wenn die beiden Wendekreise iner Zone in einen Kreis 
zusammenfMlen: so eriolgt die Bewegung in diesem. Dann geht 
die bedingt periodische Bewegung in eine unbedingt periodisehe 
fiber; dieselbe ist stabil~ da die Bahn des Punktes beiderseits yon 
unerreichb~ren Theilen der Rota~ionsfl~che begrenzt wird. Die 
Bedingung dafiJ% dass zwei unendiieh benachbarte Wendekreise 
aaf der Rotationsit~tehe li gen~ ist~ wenn der Radius des Wende- 
kreises wieder mit r 0 bezeiehnet wird, 
(16) 
2 (gzo -i- h) 2 ro--]~ --~ 0 
+  (gZo + h)ror  O. 
Aus der ersten Gleiehung ergibt sieh wieder 
d(dt) =0.  
Z~ z o 
Die zweite drfickt die Bedingung aus~ weleher die Constanten 
damit eine Bewegung dieser Art mSglieh ist. 
mit  Ber~ieksichtigung der ersten Gleiehung die 
genfigen mfissen~ 
Dieselbe nimmt 
Form an: 
ocler~ 
g -~ --~ ro = O 
fo 
wenn man wieder r o -~ ty% setz% 
k 2 
(17) g cos% ~ - -  -~ sin%~ 
r 
(l. h. wenn sieh der sehwere Punkt in einem Parallelkreise der 
:Rotationsil~che b wegen soll~ so muss seine Anfangsgeschwindigkelt 
lo~rallel der xy-Ebene und die in der Riehtung tier Tangente der 
tIMbmeridiancurve li gende Componente der Schwerkraft gleich der 
hl dieselbe Richtung fallenden i negativ gen0mmenen Tang'ente der 
Centrifugalkraft sein. Der Punkt durchl~uft alsdann den Parallel: 
kreis mit der constanten Geschwindigkeit 
(13) Vo-  ~ I /  
gro 
9 ? "o ~/ 7" 0 
Demnach kann eine derartige Bewegung nur auf solehen 
? 
Gebieten der R0tationsfl~tche stattfinden~ auf denen r o negativ ist 
8~ 
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Dies ergibt sieh aueh dureh die geometrisehe Ansehauung. Denn 
da sieh bei waehsendemz die Wendefl~ehe b st~tndig vereng't~ kann 
eine Berfihrnng beider Fl5ehen nur dann eintreten~ wenn f ir  die 
Rotationsfl~ehe das Gleiehe stattfindet. Die Zeit~ welehe der Punkt 
gebraueht~ um den Parallelkreis eimnal zu durehlaufen~ ist 
V 2 ro'~ 2 r~ .~ ro ~'o (19) T - -  ~ 2= v o k #, 
V. Es mSge jetzt der Fall betrachtet werden~ dass der untere 
Wendekreis einer Zone mit dem oberen der n~ehstfolgenden zu- 
sammenf~llt. Herr S taude  ist f ir  diesen Fall in seiner oben 
eitierten Abhandlung zu folgendem Ergebnis gelangt. Befindet sic]: 
der sehwere Punkt in einer der beiden Zonen~ die einen Parallel- 
kreis~ den Herr S t aud  e den kritisehen enn b gemeinsam haben~ 
so entstehen dureh dies Zusammenfliessen asymptotisehe B wegungen. 
Die Trajectorie itaeht sieh bei Ann~herung an den kritisehen Pa- 
rallelkreis derart ab~ dass si% w~hrend sie der tliehtung des letztern 
folgend in immer neuen Windungen die Rotationsit:che umkreist~ 
sieh dem kritisehen Parallelkreise asymptotiseh n:thert. Bringt man 
den sehweren Punkt gleieh in den kritisehen Parallelkreis, so bleibt 
er darin~ jedoeh ist eine Bewegung nur m~glieh, wenn die Be- 
dingungen (16) erffillt sin& Es gelten dann ffir dieselbe wieder 
die Formeln (17) und (18). Die Bewegung steht jetzt in labilem 
Gleiehgewieht% da die Bahn des Pnnktes beiderseits yon ftir den 
Pnnkt erreiehbaren Zonen begrenzt wird. Nattirlieh kann aueh 
diese Bewegung nut auf solehen Gebieten der Rotationsfl~ehe statt- 
finden, auf denen bei waehsenden z die r abnehmen. 
VI. Es bleibt noeh der Fall zu erOrtern~ dass die Rotations- 
fl~ehe ganz unterhalb der Wendefl~tehe liegt. Dieser Fall kann 
nut eintreten~ wenn die Rotationsfl~tehe ringfOrmig ist; dann ist~ 
falls die Ringfl~tehe gesehlossen ist, die Bewegung des sehweren 
Punktes eine bedingt periodisehe ohne Wendekreise. Besteht die 
Ringfl~ehe jedoeh aus zwei Sehalen~ die sieh ins Unendliehe 
erstreeken~ so geht diese bedingt periodisehe Bewegung in eine 
instabile fiber. 
Der l~lbergang yon dieser Form der Bewegung zu einer solchen 
mit Wendekreisen tlndet dureh Vermittlung einer asymptotisehen 
Bewegung statt~ welehe eintritt, wenn die sonst ganz unterhalb der 
Wendefl~ehe liegende Ringflaehe die erstern in einem Parallelkreise 
bertihrt. 
w 
Die die Rotationsfl~tehe erzeugende Halbmeridianeurve bat die 
Gleiehung 
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worin fiir r nur positive Werte zu nehmen sin& Wir unterscheiden 
die Fitlle a ~ 0 und a ~ 0. 
I. Es sei a~0.  
Dann ergeben sieh reelle Werte far r nur~ wenn aueh z ~ 0 
ist; die Curve liegt also ganz unterhalb der R-Ax% welehe sic im 
z--~ O~ r--~-~a]/2 berahrt. Zu jedem Werte yon z~ Punkte der 
gr~ger als Null is b geh~ren zwei Werte yon s~ die als der innere~ 
r~ nnd der guider% r ~ untersehieden werden miSgen; ~/~zz soil 
stets absolut genommen werden. Dann gentigt rg der Gleiehung 
r 2 =az--a az+ la 
und r der Gleichung 
1 C2. 
g 9 
Die Gesammtheit der Werte yon r bildet den ~tul~eren Zweig 
der Halbmeridiancurv % weleher gegen die positive z-Axe eonea'r 
ist~ und dessen r ,  falls z sieh yon Null bis q-cx~ ~tnder b yon 
a'l/-2 bis c,~ stetig w~tehst. Die Gesammtheit der Werte yon r~ 
bildet den inneren Zweig der 
a 
z ~ ein l~Iinimum hat. Andert 
tIalbmeridianeurv% weleher far 
a 
sieh z yon 0 bis ~ SO nimmt r~ 
1 1 
yon ~ a ]/2 his ~ a stetig ab~ und die Italbmeridianeurve k hrt der 
positiven z-Axe in diesem Intervall ihre convexe Seite zu; fgr 
1 1 
z ~--- ~ a, r~ = ~ a wird die Tangente an die tIalbmeridiancurve d r 
1 
z-Axe parallel. Andert sieh z yon ~ a bis @ ~ so nimmt r i yon 2 
bis -4- o0 stetig zu nnd die Curve ist gegen die positive z-Axe 
convex. Ftir z ---- 0 wird r i = r = ~a]/2 nnd die R-Axe gemein- 
t 
same Tangente beider Curvenzweige. 
Rotiert die Curve um die z-Ax% so erzeugt sic eine ring- 
ftirmige Rotationsflache; dabei erzeugt der innere Zweig der Curve 
eine innere Sehale der l~otationsflgch% der aussere Zweig eine 
aussere Schale derselben. Die Rotationsfl~tche wird yon jeder 
horizontalen Eben% die zwisehen z = 0 und z ~ -t- oo liegt~ in 
zwei getrennten Parallelkreisen gesehnitten und yon der Ebene z ~ 0 
1 in einem Parallelkreise mit dem Radius ~ a ]/2 beriihrt. Die Tan- 
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gentialebene an die innere Sehale im Punkte z = ~ r =~ 1st 
der z-Axe parallel. 
Diese Rotationsflgehe hat also einen anderen Charakter als 
die unter I his V der Einleitung aufgefghrten Rotationsflaehen, 
welehe sammtlieh yon einer horizontalen Sehnittebene nur in e in e m 
ParalMkreise gesehnitten werden. 
Dureh dis Substitution (4) 
woraus  
Z ~ 6 ~  - -  
folgt~ werden z und r eindeutige Functionen yon u. }Jan erh~tlt 
die der gnsseren, bez. der inneren Schale zugehi3rigen Werte yon 
1 1 
z und r~ je nachdem u yon -}- ~ bis @ ~ waehst oder yon @ 
1 1 - 
his - c~ f~llt. Ffir u = ~ wird z == 0, r ~ ~ a ]/2, welehe Werte 
dem beiden Sehalen gemeinsamen Parallelkreise ntspreehen. Ftir 
1 1 
u ---~ 0 wird z ~- 4 a~ r i =- 2 a~ welehe Werte dem Minimum der 
inneren Sehale entspreehen. 
Die den Durehsehnittskreisen der Rotations- und der Wende- 
fliiehe entspreehenden Werte yon u~ welehe modifieiert werden 
dureh das Verhaltnis der constanten h und k zu e.inander~ sind 
die Wurzeln der Gleichung 
oder 
(21) =o .  
A. Hat diese Gleiehung vier eomplexe Warzeln, so liegt die 
Rotationsfl~ehe ganz unterhalb der Wendefl~che und es tritt der 
Fall w 2, VI ein. Diese Bewegnng gewahrt indes kein besondere s 
Interesse~ da sie instabil ist und sieh sowohl auf der inneren wie 
auf der gul~eren Sehale der Rotationsflache in das Unendliehe 
verliert. 
B. Hat die Gleiehung (21) zwei reelle nnd zwei eomplexe 
Wurzeln, so wird die Rotationsflaehe yon der Wendefl~tehe in zwei 
Wendekreisen durehschnitten. Die zwischen diesen Wendekreisen 
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liegende endliche Zone tier Rotationsi~aehe ist ft~r die Bewegung 
unzug~tnglieh; es erstrecken sich yon den Wendekreisen aus zwei 
Zonen ins positiv Unendliche. Beginnt die Bewegnng auf einem 
dieser Wendekreise~ so setzt sie sich auf der zugehSrigen Schsde 
der Rotationsiqache in das Unendliehe fort: es finden also nur 
inst~bile Bewegnngen statt. 
Die beiden reellen Wnrzeln ksnnen ein~nder gleieh Sein~ 
dann bertihren sieh die Rotations- und die Wende~laehe in einem 
Wendekreise. :Naeh dem Frtiheren kann der diesem Wendekreise 
1 entsprechende Wert yon % nut zwisehen u ~ 0 and u ~ ~ liegen. 
Ein guf diesem Wendekreise sieh bewegender Punkt muss die 
Bedingungen (16) erfttllen lind durehlauft ihn naeh (18) mit der 
eonstanten Gesehwind!gkeit 
%-- V'~ (': + i) 
u 
Die Umlaufszeit ist naeh (19) 
(23) %) 
Auf dem ttbrigen Theile tier Rotationsflgche findet wieder 
instabile Bewegung statt~ welehe bei Anngherung an den kritisehen 
Wendekreis in eine asymptotische ttbergeht. 
C. Hat die Gleichung (21) vier reelle Wurzeln~ so seien diese 
der GrSl~e naeh geordnet 
Aus der Gestalt der Wendeitaehe geht hervor~ dass sie die 
~tul~ere Schale der Rotationsfl,,tehe h0ehstens in e inem Punkte 
1 sehneiden kann. Es ist also hSchstens a ~ ~ und sicher 
l 
d. h. die Werte ~ 77 8 gehsren der inneren Schale der Rotations- 
ft~tehe ~n. D~ sie aueh gleichzeitig au f  der Wendeilttehe liegen~ 
mttssen wachsenden z abnehmencIe r i e~itspreehen. Es mttssen 
1 
also ~ "b 8 zwischen u ~ -2- und zt = 0 liegen. Sind alIe vier 
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Wurzeln yon einander versehieden~ so gibt es folgende Zonen, in 
denen eine Bewegung des Punktes mSglieh ist: 
-~ oc . . .  ~, ` 5 . . . .  7~ ~ . . . .  - -oc .  
1 
Die Zone ,5 . . . .  3' geh~rt ganz dem Gebiete ~-> u > 0 an; 
die in ihr m~gliehe Bewegung ist eine bedingt periodisehe mit zwei 
Weudekreisen. Die beiden anderen Zonen lassen wieder nur in- 
stabile Bewegungen zu. 
Ist a ~--- ~ oder 3, = 8~ so ist in diesem gemeinsehaftlieheu 
Wendekreise zweier zug~tngliehen Zonen naeh w 2 u eine instabile 
periodisehe Bewegung msglich. In den angrenzenden Zonen finden 
bei Ann~herung an den kritisehen Wendekreis asymptotische Be- 
wegungen start. 
Ist endlieh ~---T, so tritt der Fall w 2 IV ein. In dem 
entstehenden kritisehen Wendekreise findet wieder eine periodische 
Bewegung statt~ ffir welehe die Formeln (22) und (23) gelten. 
Dieselbe ist jetzt jedoeh stabil~ da der kritische Wendekreis beider- 
seits yon unzug~ngliehen Zonen begrenzt ist. 
II. Es sei a ~ 0. 
Es ergeben sieh reelle Werte ftir r nur~ wenn aueh z ~ 0 ist; 
die ttalbmeridianeurve li gt jetzt ganz oberhalb der horizontalen 
1 
Coordinatenax% welehe sie in dem Punkte z ~ 0~ r -  2 a ]/2 
bertthrt. Denkt man sigh die Nr a ~ 0 entstehende Curve dureh 
Drehung um die horizontale R-Axe herumgeklappt~ so erh~lt man 
die dem Falle a ~ 0 entspreehende Italbmeridianeurve, dureh deren 
Rotation um die z-Axe die Rotationsfl~ehe entsteht~ die wieder aus 
einer inneren und einer ~ul?eren Sehale besteht. Die ftir den Fail I 
gemaehten ErSrterungen ]assen sieh ohne weiteres auf den Fall II 
ttbertragen und sollen deshalb nieht wiederholt werden. Nur das 
Abweiehende sei hervorgehoben. ]/a'z sell aueh hier stets absolut 
genommen werden. Dann geniig'en r i nnd r den Gleiehungen 
- -  1 2 
- -  1 2 
Durch die Substitution (ld~) 
geht r~ das positiv genommen werden sell, tiber in 
/ - -  1 + 2-' 
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1Vfan erhalt die der inneren~ bez. der ~uSeren Sehale zu- 
1 
geh~rigen Werte yon z und r~ je naehdem u yon ~-b is - -oc  f~.llt 
! 
ocler yon -2- his -t- ~ w~ehst. Wir unterscheidert aueh bier folgende 
Falle : 
A. Hat die Gleiehung (21) vier complexe Wurzeln~ so liegt 
die Rotationsfl~ehe ganz oberhalb der Wendefl~teh% und es ist 
ttberhaapt keine Bewegung mSglieh. 
B. Hat die Gleiehung zwei versehieclene r elle und zwei 
eomplexe Wurzeln, so durehsehneiden sich die beiden Pl~tehen in 
zwei Wendekreisen~ zwisehen denen eine Zone mit bedingt perio- 
diseher Bewegung. liegt. 
Sincl die beiden reellen Wurzeln einander gleieh~ so finder 
eine Berfihrung beider Flaehen statt. Der Bertihrungskreis kann 
nur aaf der ~tufieren Sehale der Rotationsfl~ehe li gen. In ihm 
findet eine stabile Kreisbewegung statt~ da die Rotationsfl~tehe im
1Jbrigen far die Bewegung unzug~tnglich ist. Ftir diese Kreis- 
bewegung elten wieder die Formeln (22) und (23). 
C. Hat die Gleiehung (21) vier reelle Wurzeln: so seien die- 
selben cler GrSl~e nach geordnet 
Ihnen msgea die Werte zl~ z2~ za, z 4 yon z entspreehen. Dann 
geht aus der Gestalt der Wendefl~tehe hervor~ dass 
zl < z, < z~ < z~ < 0 
sein muss. Sincl alle Wurzeln yon einander versehieden~ st sine1 
dernnaeh bedingt periodisehe Bewegungen mSglieh in del~ Inter- 
vallen 
~. . . .  ~ ~. . .0 .  
Ist "(, ~ ~ was nur mSglieh ist, wenn 0 > "( ~ ~ >-  cx~ ist~ 
so gehf die Bewegung in dem Intervalle : , . . .  ~ wieder in eme 
stabile Kreisbewegung tiber. 
~. 4. 
Es erttbrigt nur noeh~ die Bedingung dafttr aufzustellen: dass 
die Bewegung des sehweren Punktes auf der Rotationsfl~ehe in 
einem 3s erfolgt. Diese ]3eclingtmg ist 
also naeh (9) 
dt m- O~ 
k~O.  
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Die G1Gichung (8) geht fiir diesen Fall tiber in 
_~.) I S  
woraus man u Ms Function yon t erh~lt. Die Bewegung findet 
unterhalb der Ebene gz -~- h -~ 0 oder ag u - -  ~- @ h = 0 statt. 
Fttr a ~ 0 ist die Bewegung instabil; der sehwere Punkt 
f~llt ins positiv Unendliehe. Fttr a ~ 0 wird die Bewegung eine 
unbedingt periodisehe. Geht dieselbe yon der Ebene g z @-h = 0 
aus~ so f~llt der Punkt auf dem Neridian% erreieht das Maximum 
seiner Gesehwindigkeit im tiefsten Punkte desselben~ fttr welehen 
z ~-0  ist und steigt dann auf der anderen Sehale wiecler bis zur 
Ebene 9'z -t- h ~ 0 emioor. 
Das Integral (24~) ist ein elliptisehes. Von einer Reduction 
dieses~ sowie der al]gemeinen I teg'rale (8)und (9) auf die Normal- 
form gla~bt Verfasser an dieser Stelle absehen zu dttrfen. 
